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Reversao temporal

Teorema 1

Seja Q uma Q-matriz irredutivel e n3o explosiva, e suponha que A
seja uma distribuicdo invariante para Q. Seja T >0 e
(Xt)o<e<T ~ PMS(X,Q), e fagamos Xy = X7_+, 0 <t < T.

Ent3o ()AQ)OS,ST ~ PI\/IS()\,Q), onde Q = (Gxy)x,ycs, com
AxGxy = AyQyx, X,y € S. (*)
Além disto, Q ¢ irredutivel e n3o explosiva, e A € invariante para Q.

Dem. Pelo Teo 5 do Album 18 (Teo 2.8.6 do livro), o semigrupo
(P(t)) é a solugdo minima n3o negativa da equagdo avancada
P'(t) = P(t)Q, P(0) =I. (1)

Segue da n3o explosividade que P(t) é uma matriz estocastica
irredutivel e com distribuicdo invariante A (e logo recorrente) para
cada t > 0.



Dem. Teo 1 (cont)

Seja A
AxPry (£) = Ay Pyx(2). (2)

Ent3o, pelo Teo 1 do Album 7, f’(t) é uma matriz estocastica
irredutivel e com distribuicdo invariante \.

Temos de (x), (1) e (2) que
P'(t) = QP(t), P(0) = (3)

(verifique!), que é a equagdo atrasada para Q. que é uma @-matriz

(verifique!), e logo da minimalidade de (P(t)) segue que (P(t)) é a

solu¢do minima n3o negativa de (3). Logo (P(t)) é o semigrupo
associado a Q.



Dem. Teo 1 (cont)
Como Q é irredutivel e A, > 0V x, temos de (x) e do Teo 1 do
Album 19 que Q € irredutivel.

Da recorréncia de Q, segue a recorréncia de P(t), e do Teo 1 do
Album 7, temos que Is(t) ¢ irredutivel e tem distribuicdo invariante
X; segue que P(t) é recorrente; pelo Teo 5 do Album 19, Q é
recorrente; segue disso e da irredutibilidade que Q ¢ n3o explosiva
e tem distribuicdo invariante \.

Agora, para0 =ty < --- < t, = T, fazendo s, = t; — tx_1,
k=1,...,n, temos

P(Xey = X0, -, Xty = xn) = P(X7_t = X0, .- -, X7t = Xn)
= Ao Prrsir1(5) -+ Prso (51) = Mg Praso (51) - -+ Py 1 (50),
e do Teo 4 do Album 18 segue que
(Xe)ose<T ~ PMS(X, Q). O



Equilibrio detalhado; reversibilidade
Def. Uma @-matrix Q e uma medida A em S s3o ditas estar em
equilibrio detalhado se
AxGxy = AyGyx ¥ X,y €. (4)
Lema 2

Se Q e A estiverem em equilibrio detalhado, entdo A € invariante
para Q.

Dem.
4)
()\Q)x = ZyGS )\yqyx = ZyES )\quy = )\x ZyGS Axy = 0,
e temos que \Q = 0. O

Def. Seja (X;) ~ PMS(), Q), com Q uma Q-matriz irredutivel e
ndo explosiva, e A uma distribuicdo em S. Diremos que (X;) é
reversivel se (X1_¢)o<t<T ~ PMS(A, Q) para todo T > 0.



Teorema 2

Seja Q uma Q-matriz irredutivel e n3o explosiva, e A uma
distribuicdo em S. Suponha que (X;) ~ PMS(\, Q).
S3o equivalentes

(a) (X¢) é reversivel;
(b) Q e A estdo em equilibrio detalhado.

Dem. (a) e (b) ambas implicam que A é invariante para Q.
Ento (a) e (b) ambas s3o equivalentes a dizer que
Q=Qno Teo 1.



Teorema Ergddico

Teorema 3 (Teorema Ergddico)

Seja Q uma Q-matriz irredutivel, e v uma medida qualquer em
S *, e suponha que (X;) ~ PMS(v, Q). Entdo para todo x € S

1 t
- / I{Xs =x}ds —
t Jo myQx

onde my, = E,(7x). Além disto, no caso recorrente positivo, se
f: S — R for limitada, temos que

1/; f(Xs)ds — F = f(x)A(x) quando t — o0 qc, (6)

x€eS

quando t — oo qc, (5)

onde A € a lnica distribuicdo invariante para Q.

IS =2



Dem. Teo 3

Se x for transitdrio, ent3o
<00

1 [t 1 [
/l{Xs:x}dsgf/ I{X; =x}ds - 0=
t Jo tJo

qdo t — oo qc.

My qx

Vamos supor entdo que x é recorrente. Vé-se prontamente que a
proporcao assintética do tempo passado em x a partir do tempo 0 € a
mesma do que aquela a partir de 7 (< oo qc); logo, basta considerar o
caso em que v = dy.

Sejam Ly, Ly, ... as duragdes das sucessivas visitas de (X;) a x, e
My, My, ... as dura¢Bes dos sucessivos periodos gastos por (X;) entre
visitasa x: Ry =0eparan>0
Lori =inf{t > R, : Xy # x} — Rp;
Rn+1 = Inf{t > Rn =+ L,H_l . Xt = X}, Mn+1 = Rn+1 — Rn.



Dem. Teo 3 (cont)

Pela PFM:

L1, Lo,...
Mi, My, . ..

Pelo LFGN
Li+---+Lp g 1
- =

n n—oo gy '

e logo

M1+"‘+Mn qc
_

L1+...+Ln qc
H ,
My + -+ + My n—so0 myqx

Lpt1  qc
en+q

n n—o0

— 0, e, se my, < o0,

id ~ Exp(qx);
iid, E(My) = m,.

n—oo

1. (8)

Rn_;’_l n—oo



Dem. Teo 3 (cont)

Logo, para R, <t < R,4+1 temos

Rn L1++Ln 1/ L1+ +Ln Ln+1
< - HX; =x}ds < + ,
Rn+1Ml+"'+Mn_t { } M1+ +Mn Rn

e (5) segue de (7) e (8).
No caso recorrente positivo,

1/f(X s—f_Zf (/I{X_x}ds— )ni—cgoo

pelo mesmo argumento usado na prova do Teo 2.b do Album 7 (Teorema

1.10.2 do livro), observando que A, = mlq .
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